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LA PROPRIE´TE´ DE DE´CROISSANCE RAPIDE POUR LE
GROUPE DE WISE
SYLVAIN BARRE´ AND MIKAE¨L PICHOT
Re´sume´. On montre que le groupe G de pre´sentation
〈a, b, c, s, t | c = ab = ba, c2 = sas−1 = tbt−1〉
(introduit par D. Wise) a la proprie´te´ de de´croissance rapide de Haagerup–Jolissaint,
et qu’il ve´rifie donc la conjecture de Baum-Connes.
Le groupe G de pre´sentation
〈a, b, c, s, t | c = ab = ba, c2 = sas−1 = tbt−1〉
a e´te´ introduit par D. Wise dans [9]. Il montre que G est non Hopfien, et donc non
re´siduellement fini.
Notons ` la longueur des mots associe´e a` la pre´sentation de G donne´e.
On dit que G a la proprie´te´ de de´croissance rapide relativement a` ` s’il existe un
polynoˆme P tel que, pour tout r ∈ R+ et f, g ∈ CG tels que supp(f) ⊂ Br, on a
‖f ∗ g‖2 ≤ P (r)‖f‖2‖g‖2
ou` Br = {x ∈ G, `(x) ≤ r} est la boule de rayon r dans G, supp(f) est l’ensemble
des e´le´ments x ∈ G tels que f(x) 6= 0, et CG l’alge`bre de groupe a` coefficients
complexes de G.
Nous renvoyons a` l’article d’Alain Valette [8] pour une introduction a` la proprie´te´
de de´croissance rapide. Par exemple :
– les groupes a` croissance polynomiale, les groupes libres, les groupes hyperbo-
liques, ainsi que certains re´seaux uniformes (essentiellement dans SL3) satisfont
cette proprie´te´,
– les groupes moyennables a` croissance non polynomiale, les re´seaux non uni-
formes, tels que SL3(Z), ne la satisfont pas.
Une conjecture de Valette affirme que la proprie´te´ de de´croissance rapide est
satisfaite pour tout re´seau uniforme dans un groupe de Lie semi-simple. Re´pondant
a` une question de Mark Sapir, nous montrons :
The´ore`me 1. Le groupe G a la proprie´te´ de de´croissance rapide relativement a` `.
Le corollaire suivant est une application imme´diate des travaux de Lafforgue [7].
Date: 30 octobre 2018.
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Corollaire 2. Le groupe de Wise G satisfait a` la conjecture de Baum-Connes, i.e.
l’application de Baum-Connes (sans coefficient)
µr : K
top
∗ (G)→ K∗(C∗r (G))
est un isomorphisme.
La preuve du the´ore`me 1 repose sur l’e´tude des proprie´te´s “de rang interme´diaire”
du groupe G (au sens ou` nous l’entendons dans [5]). Il faut y ajouter un ingre´dient
supple´mentaire, une proprie´te´ dite “de prolongement analytique” (de´crite dans la
section 3 ci-dessous), qui n’est pas satisfaite en ge´ne´ral pour les groupes e´tudie´s dans
[5].
Remarque 3. (1) Le pre´sent article est une mise a` jour d’une courte note des
auteurs (non publie´e) portant le meˆme titre [4], e´crite fin 2007. Le contenu de
la nouvelle version (2012) est essentiellement identique, mais la pre´sentation
est plus de´taille´e.
(2) Le proble`me de de´terminer si G posse`de la proprie´te´ de de´croissance rapide
a e´te´ souleve´ par exemple dans [1]. Comme mentione´ dans [2], le groupe
G n’est pas relativement hyperbolique et il n’est pas non plus un groupe
CAT(0) cubique. Par ailleurs, n’e´tant pas re´siduellement fini, il n’est pas
isomorphe a` un sous groupe de type fini de SL3 sur un corps (d’apre`s un
the´ore`me de Malcev), et il ne satisfait donc pas aux crite`res connus pour la
proprie´te´ de de´croissance rapide. Parfois, le groupe G e´tait propose´ comme
contre-exemple potentiel a` cette proprie´te´ (voir par exemple la Question 6.6
de [2]).
Les sections qui suivent contiennent la preuve du the´ore`me. La proprie´te´ de
de´croissance rapide est obtenue aux sections 5 et 6 en appliquant les crite`res connus.
Les quatres premie`res sections permettent de se ramener a` ces crite`res. Nous mon-
trons en fait un re´sultat plus fort, qui affirme que le groupe de Wise G est a` bran-
chement polynomial, au sens de [5], de´finition 16 (voir le the´ore`me 13 ci-dessous).
1. Proprie´te´s du link
La pre´sentation de G donne´e ci-dessus de´termine un complexe X a` courbure
ne´gative (au sens CAT(0)) de dimension 2 et une action libre cocompacte de G avec
une orbite de sommets (voir [9]).
On rappelle que le link en un sommet de X est le graphe me´trique donne´e par la
trace sur X d’une sphe`re de petit rayon centre´e en ce sommet, munie de la me´trique
angulaire.
Le link L aux sommets de X est repre´sente´ sur la figure suivante.
Le calcul du link se fait directement a` partir de la pre´sentation CAT(0) de X telle
que donne´e dans [9].
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Figure 1. Le link du groupe de Wise
Les faces de X sont compose´es de triangles isoce`les ayant deux coˆte´s de longueur
1 et un de longueur 1
2
, et de carre´s dont les coˆte´s ont longueur 1. On note u et v les
angles aux sommets des triangles, de sorte que u+ 2v = pi. Dans L la longueur des
areˆtes en gras est indique´e sur la Figure 1. Les autres areˆtes sont de longueur pi. Les
cycles (i.e. courbes ferme´es simples) de longueur 2pi de L sont de trois sortes :
(1) le cycle gras, donne´ par le chemin u+ 2v + u+ 2v,
(2) les cycles mixtes, donne´s par les chemins u+ 2v + pi,
(3) les cycles non gras, donne´s par les chemins centraux de la forme pi + pi.
Le cycle gras correspond aux pavages du plan en triangles isoce`les dans X. Les areˆtes
de longueur pi viennent comple´ter ce cycle pour former le link tout entier. Notons
que les cycles non gras se re´partissent eux-meˆmes en trois sous-cate´gories : le cycle
de la forme pi + pi, les quatre cycles de la forme (pi/2 + pi/2) + pi, et le cycle de la
forme (pi/2 + pi/2) + (pi/2 + pi/2).
Nous aurons besoin du lemme suivant.
Lemme 4. Soient α, β deux points de L a` distance > pi. Alors α et β appartiennent
a` un cycle de L de longueur 2pi + 2u ou de longueur 2pi + 2v. Ce cycle est alors
l’unique plus petit cycle qui contient α et β.
De´monstration. Il s’agit d’une ve´rification imme´diate. 
2. Classification des chromosomes
Nous introduisons une notion de “chromosome” pour le complexe X de Wise et
classifions ces sous-structures de X.
De´finition 5. On appelle bande dans le reveˆtement universel X l’adhe´rence d’une
composante connexe non borne´e du comple´mentaire du lieu singulier.
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On voit que les bandes de X sont de largeur 1.
Lemme 6. Dans X e´tant donne´es deux bandes B1 et B2 il y a trois types d’inter-
sections possibles :
(i) soit B1 et B2 ont un bord commun,
(ii) soit B1 et B2 ont un unique sommet commun x ∈ X, et elles de´finissent
dans le link en x un cycle de longueur 2pi + 2u,
(iii) soit B1 et B2 ont un unique sommet commun x ∈ X, et elles de´finissent
dans le link en x un cycle de longueur 2pi + 2v,
De´monstration. Soient deux bandes B1 et B2 et x un point commun a` B1 et B2.
Deux cas se pre´sentent.
Supposons dans un premier temps que x n’est pas l’unique point commun. Notons
I le plus grand segment (e´ventuellement infini) contenant x et inclus dans B1 ∩B2.
Par hypothe`se, ce segment n’est pas re´duit a` x. Il s’agit de montrer que I est bi-
infini. Si ce n’est pas le cas, I a une extremite´ y dans X. Il est facile de voir que cette
extre´mite´ est un sommet de X. De plus y est soit un sommet de carre´, soit un milieu
de carre´ dans B1 et B2. Dans les deux cas, la trace de B1∪B2 sur le link Ly de y est
un chemin non gras connexe de longueur 2pi. Or, un tel chemin est ne´cessairement
un cycle non gras de longueur 2pi dans Ly, ce qui contredit la maximalite´ de I. Donc
I = B1 ∩B2 est bi-infini et nous obtenons l’assertion (i).
Supposons maintenant que B1 ∩ B2 = {x}. Notons I1 et I2 les deux segments de
longueur pi dans Lx (le link de x) correspondant a` B1 et B2. Alors : soit I1 et I2
sont dans un cycle mixte de longueur 2pi + 2u, soit ils sont dans un cycle mixte de
longueur 2pi + 2v. Ceci correspond aux deux cas (ii) et (iii) ci-dessus. 
De´finition 7. On appelle chromosome de X la re´union de deux bandes d’intersec-
tion non vide. Un chromosome est dit respectivement colle´, de type u, ou de type v,
suivant les cas (i), (ii) et (iii) du Lemme 6 ci-dessus. Dans les cas (ii) et (iii) le point
x est appele´ centrome`re.
Les trois types de chromosomes de X sont repre´sente´s sur la figure suivante (le
troisie`me est de type u, les deux derniers de type v).
Soit γ un segment ge´ode´sique de X et soit B une bande. On dit que γ rencontre B
s’il contient au moins un point inte´rieur a` B. On dit que γ rencontre successivement
deux bandes B1 et B2 de X si γ rencontre B1 et B2 et si l’inte´rieur de toute autre
bande B de X, B 6= B1, B 6= B2, est disjoint du sous-segment ge´ode´sique γ0 de γ
compris entre B1 et B2 (i.e. γ0 ne rencontre pas B).
Lemme 8. (i) Soit Π un plat de triangles isoce`les de X. Une bande dans X
dont l’intersection avec Π est non vide, et non re´duite a` un point, contient
une ge´ode´sique singulie`re de Π.
(ii) Soit γ un segment ge´ode´sique de X. Si γ ne rencontre aucune bande de X,
alors γ est contenu dans un unique plat en triangles isoce`les de X.
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Figure 2. Chromosomes colle´s, de type u, de type v
(iii) Soit γ un segment ge´ode´sique et soient B1, B2 deux bandes de X d’intersec-
tion vide. Si γ rencontre successivement B1 et B2, alors il existe un plat de
triangles isoce`les Π dans X tel que les intersections Π ∩ B1 et Π ∩ B2 sont
deux droites singulie`res paralle`les de Π.
De´monstration. (i) Soit B une bande et Π un plat en triangles isoce`les tel que
I = B ∩Π contient au moins deux points. Par convexite´, I est un segment du bord
de B. Il suffit de montrer que I est bi-infini. Sinon, notons x une extre´mite´ de I
dans X. Alors x est un sommet de X. De plus, nous avons un cycle de longueur
2pi = 2(u + 2v) correspondant aux triangles isoce`les et un chemin de longueur pi
d’origine sur ce cycle et correspondant a` B. La section 1 montre que la singularite´
obtenue est de type livre, ce qui contredit le fait que x est extre´mal dans B ∩ Π.
(ii) Si γ est un segment ge´ode´sique qui ne rencontre aucune bande, alors il est
entie`rement contenu dans une re´union de triangles isoce`les. Il suffit donc de montrer
que tout point d’un triangle isoce`le est contenu dans un unique plat en triangle
isoce`le. Soit t un triangle isoce`le contenant un tel point, et soit x un sommet de
t. Alors t de´termine une areˆte grasse du link Lx, qui se comple`te d’une unique
fac¸on en un cycle d’areˆtes grasses. Ce cycle gras de´termine un disque simplicial plat
D1 dans X de centre x. On construit ensuite par re´currence une suite emboite´e
D1 ⊂ D2 ⊂ D3 ⊂ · · · de disques simpliciaux plats en triangles isoce`les de rayons
(simpliciaux) respectifs 1, 2, 3, . . ., de la fac¸on suivante. Supposons Di construit pour
i ≥ 1. Notons x1i , . . . xkii les sommets du bord de Di organise´s par ordre cyclique.
Pour chaque entier j ∈ [1, ki], la trace de Di dans Lxji est un chemin gras de longueur
au plus pi. Celui se comple`te d’exactement une fac¸on en un cycle gras de longueur
2pi. En outre, il est facile de voir que ces comple´tions sont deux-a`-deux compatibles.
Ceci montre qu’il existe exactement une extension de Di en un disque plat Di+1 en
triangles isoce`les de rayon simplicial i+ 1. Par suite, Π =
⋃∞
i=1 Di est l’unique plat
en triangles isoce`le contenant le point donne´.
(iii) Notons C l’enveloppe convexe de B1 et B2 prive´e de B1 et B2. Comme B1 ∩
B2 = ∅, C 6= ∅. D’apre`s (ii), C est inclus dans un (unique) plat en triangle isoce`les.
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Il est facile d’en de´duire que B1 ∩ C¯ et B2 ∩ C¯ sont deux droites parralle`les de ce
plat. 
3. Enveloppe analytique et enveloppe analytique re´duite d’un
segment
Soit γ un segment ge´ode´sique de X. On appelle enveloppe analytique de γ la sur-
face H(γ) de X (e´ventuellement a` bords, branche´e, et non ne´ce´ssairement totalement
ge´ode´sique) construite de la fac¸on suivante.
• Si γ ne rencontre aucune bande de X, alors H(γ) est soit :
(1) l’enveloppe convexe simpliciale de γ dans le plat Π en triangles isoce`les donne´
par le lemme 8 (ii) si γ est non singulier,
(2) la re´union des chromosomes colle´s de X qui intersectent γ en au moins deux
points si γ est singulier.
• Si γ rencontre au moins une bande de X, notons B1, . . . Bn les bandes de X
que γ rencontrent successivement en partant de son origine (pour une orientation
fixe´e de γ) et proce´dons de la fac¸on suivante. Soit H0(γ) la re´union des bandes Bi,
i = 1 . . . n. Construisons par re´currence une suite emboite´e de surfaces a` bords
H0(γ) ⊂ H1(γ) ⊂ . . . ⊂ Hn−1(γ).
Supposons Hi−1(γ) construite pour un entier i > 1 et construisons Hi(γ) pour i < n.
On distingue les cas suivant.
(1) Bi et Bi+1 ne s’intersectent pas : on applique la partie (iii) du Lemme 8 en
posant Hi(γ) = Hi−1(γ) ∪ P , ou` P est la partie du plat Π entre les deux
droites singulie`res de´finies dans (iii).
(2) Bi et Bi+1 ont un bord commun : on pose Hi(γ) = Hi−1(γ).
(3) Bi et Bi+1 ont exactement un point commun x ∈ X : dans ce cas Bi ∪ Bi+1
est un chromosome C non colle´ de X de centrome`re x. Par construction γ
et C sont transverses, i.e. γ a une intersection non vide avec l’inte´rieur des
deux branches de C, et on comple`te en posant Hi(γ) = Hi−1(γ)∪P , ou` P est
la re´union des deux secteurs de triangles d’angles u (ou v) en x, de´termine´s
par le type u (ou v) du chromosome C.
D’apre`s le lemme 6 il n’y a pas d’autre possibilite´ d’intersection.
La construction ci-dessus de´termine une surface Hn−1(γ) dans X. On pose alors
H(γ) = Hn−1(γ) ∪ P1 ∪ P2 ∪ Q ou` Q est la re´union des chromosomes colle´s de X
qui intersectent γ en au moins deux points, et P1, P2 sont de´finis comme suit : si
l’origine de γ (resp. l’extre´mite´ de γ) n’est pas incluse dans Hn−1, alors P1 (resp.
P2) est le demi-plan en triangles isoce`les bordant B1 et contenant l’origine (resp.
l’extre´mite´) de γ ; sinon on pose P1 = ∅ (resp. P2 = ∅).
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Ceci termine la construction deH(γ). On a choisi le terme ‘analytique’ en re´fe´rence
au prolongement analytique usuel : nous voyons l’enveloppe H(γ) comme le “pro-
longement analytique” du segment γ dans X.
Enfin nous tronquons cette enveloppe :
De´finition 9. Soit γ un segment ge´ode´sique de X. On appelle enveloppe analytique
re´duite de γ, et on note H ′(γ), l’ensemble des points de l’enveloppe analytique H(γ)
de γ qui sont a` distance au plus 2|γ| du milieu de γ, ou` |γ| est la longueur CAT(0)
de γ dans X.
4. Re´duction des triangles ge´ode´siques
Lemme 10. Soient A,B,C trois sommets de X et soit D le disque totalement
ge´ode´sique de X de bord le triangle ge´ode´sique (ABC). Alors l’une des deux possi-
bilite´s suivantes est satisfaite :
(1) L’intersection
H ′([AB]) ∩H ′([BC]) ∩H ′([AC])
est non vide.
(2) L’ensemble
D0 = D\ (H ′([AB]) ∪H ′([BC]) ∪H ′([AC]))
est un disque non vide inclus dans un plat Π en triangles isoce`les, dont le
bord T = ∂D0 est un triangle isoce`le ge´ode´sique simplicial de Π.
Dans la plupart des cas D0 est vide, et c’est la situation (1) qui pre´vaut. Le lemme
10 se de´montre en e´tudiant les positions possibles des chromosomes a` l’inte´rieur de
D. On a repre´sente´ un cas significatif sur la figure 3 (ou` les centrome`res de D se
trouvent sur les bords).
Avant d’aborder la de´monstration du lemme 10, nous montrons deux re´sultats
pre´liminaires. Le premier est e´le´mentaire et ge´ne´ral :
Lemme 11. Soient A,B,C trois sommets de X et soit (ABC) le triangle ge´ode´sique
correspondant. Alors les boules centre´es aux milieux des cote´s de (ABC) et de rayons
respectifs le double de la longueur du cote´ correspondant a` leur centre, ont une in-
tersection commune contenant le petit cote´ de (ABC).
Le re´sultat suivant est propre au complexe X :
Lemme 12. Soient A,B,C trois sommets de X. Si [A,B] rencontre une bande de
X, alors soit [B,C] soit [A,C] rencontre cette meˆme bande de X.
De´monstration. Supposons qu’il existe une bande que rencontre [A,B] mais que
ne rencontrent ni [B,C], ni [A,C]. Alors les deux points x et y de son bord les
plus e´loigne´s de [A,B] qui appartienent au disque de bord le triangle (ABC) sont
inte´rieurs a` ce disque D. Il en re´sulte que le segment [x, y] est singulier. Mais cela
contredit la de´finition d’une bande comme comple´mentaire du lieux singulier. 
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Figure 3. Re´duction le long des enveloppes analytiques re´duites
De´monstration du lemme 10. Nous distinguons plusieurs cas et sous-cas.
(1) Supposons d’abord que l’un des coˆte´s, disons [A,B] de ABC rencontre une
bande de X. D’apre`s le lemme 12, nous pouvons supposer, quitte a` permuter les
lettres, que [A,C] rencontre cette bande e´galement. Notons B1 la bande de X la
plus e´loigne´e de A et qui rencontre a` la fois [A,B] et [A,C], et x (resp. y) le sommet
de [A,B] ∩B1 (resp. [A,C] ∩B1) le plus e´loigne´ de A.
Deux cas se pre´sentent :
(1a) [A,B] rencontre successivement B1 et une autre bande B2 plus proche de B
que B1.
(1b) [x,B] ne rencontre aucune bande de X.
Traitons d’abord le cas (1a). Par maximalite´ de B1 et d’apre`s le lemme 12, la bande
B2 rencontre ne´cessairement [B,C].
Alors :
(1aα) Si B1 et B2 sont disjointes, alors elles intersectent un plat Π en triangles
isoce`les suivant deux droites paralle`les (cf. lemme 8 iii). Par construction, l’en-
veloppe convexe Π′ de ces deux droites dans Π est incluse dans H([A,B]). De
plus, il est facile de voir que Π′ contient aussi [y, C], et qu’elle est donc incluse
dans H([A,C]). Par suite H([A,B])∩H([A,C]) contient Π′. Un raisonnement ana-
logue montre que H([B,A]) ∩H([B,C]) contient e´galement Π′. Nous en de´duisons
que Π′ ⊂ H([A,B]) ∩ H([A,C]) ∩ H([B,C]). Il re´sulte alors du lemme 11 que
H ′([A,B]) ∩H ′([A,C]) ∩H ′([B,C]) est non vide.
(1aβ) Si B1 ∩ B2 6= ∅, nous appliquons la classification des chromosomes (lemme
6) et distinguons deux sous-cas :
(1aβi) Si B1 et B2 forment un chromosome colle´, alors B appartient a` d = B1∩B2.
Un raisonnement analogue au cas (1aα) permet de de´duire que d ⊂ H([A,B]) ∩
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H([A,C]) ∩ H([B,C]) et il re´sulte du lemme 11 que H ′([A,B]) ∩ H ′([A,C]) ∩
H ′([B,C]) est non vide.
(1aβii) Sinon, B1 et B2 forment un chromosome χ non colle´. Notons z le point
le plus e´loigne´ de B qui appartient a` [B,C] ∩ B2. Alors [y, z] est dans l’enveloppe
convexe de χ et le triangle (xyz) est inclus dans l’un des deux coˆnes en triangles
isoce`les de χ issus de son centrome`re. Deux nouveaux cas se pre´sentent.
(1aβii’) [A,C] recontre successivement B1 et une autre bande de X, disons B3.
Par maximalite´ de B1, le segment [B,C] doit rencontrer successivement B2 et B3. De
plus, les bandes B1 et B3 (resp. les bandes B2 et B3) de´terminent un chromosome
non colle´ χ′ (resp. χ′′) de X. On en de´duit alors que le triangle (xyz) est inclus
dans deux coˆnes en triangles isoce`les de χ′ et de χ′′ issus de leurs centrome`res. Donc
(xyz) est inclus dans H([A,B]) ∩ H([A,C]) ∩ H([B,C]) et il re´sulte du lemme 11
que H ′([A,B]) ∩H ′([A,C]) ∩H ′([B,C]) est non vide.
(1aβii”) Si (1aβii’) n’est pas satisfait, alors les segments [y, C] et [z, C] ne ren-
contrent pas de bande deX. Par construction de nos enveloppes convexes,H([A,B])∩
H([A,C])∩H([B,C]) contient (xyz) et il re´sulte encore du lemme 11 queH ′([A,B])∩
H ′([A,C]) ∩H ′([B,C]) est non vide.
Ceci termine la preuve dans le cas (1a).
Passons au cas (1b). Nous avons encore deux options :
(1bα) Supposons que [A,C] rencontre sucessivement B1 et une autre bande B2
de X. D’apre`s le lemme 12, [B,C] rencontre B2 e´galement. Ce cas est donc un
syme´trique du cas (1aβii”) et se traite de la meˆme fac¸on.
(1bβ) Sinon, [y, C] ne recontre aucune bande de X. Il en re´sulte que [B,C]
ne rencontre aucune bande de X. Dans ce cas, le segment [B,C] est inclus dans
H([A,B]) ∩ H([A,C]) et le lemme 11 permet encore de conclure que H ′([A,B]) ∩
H ′([A,C]) ∩H ′([B,C]) est non vide.
Ceci termine la preuve dans le cas (1).
Dans le cas (2), aucun des segments [A,B], [B,C] et [A,C] ne rencontre de bande
de X. Il en re´sulte que le triangle (ABC) est inclus dans un plat en triangles isoce`les
Π. Dans ce cas, on montre directement que
D0 = D\ (H ′([AB]) ∪H ′([BC]) ∪H ′([AC]))
est un triangle isoce`le (e´ventuellement vide) ge´ode´sique simplicial de Π. (Une autre
solution, sensiblement moins e´conomique, est de de´former les triangles isoce`les de Π
en des triangles e´quilate´raux et d’appliquer le lemme 29 de [5].) 
5. En de´duire la proprie´te´ de de´croissance rapide
Ce qui pre´ce`de permet de montrer que G ve´rifie la proprie´te´ dite de “branchement
polynomial” relativement a` la me´trique `, au sens de la de´finition 16 de [5] (rap-
pele´e ci-dessous). La proprie´te´ de de´croissance rapide (the´ore`me 1) re´sultera alors
directement de la proposition 17 de [5].
Le re´sultat principal de cet article est le suivant :
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The´ore`me 13. Le groupe de Wise G est a` branchement polynomial relativement a`
la me´trique des mots.
Commenc¸ons par des rappels terminologiques. Soit Γ un groupe de´nombrable.
Un 3-chemin de l’identite´ e a` z ∈ Γ est un triplet γ = (a3, a2, a1) dans Γ3 tel que
z = a3a2a1. Un triplet (x, y, z) ∈ Γ3 tel que xy = z est dit triangle de Γ. Notons | · |
la longueur sur Γ.
De´finition 14. Une famille Γ-indexe´e de 3-chemins dans Γ, disons C = (Crz )z∈Γ, r∈N∗
ou` Crz un ensemble de 3-chemins de e a` z dans Γ pour tout z ∈ Γ et r ∈ R∗, est
dite a` croissance polynomiale s’il existe un polynoˆme p1 tel que pour tout r ∈ R+
et tout z ∈ Γ on a #Crz ≤ p1(r).
Soient s et s− deux ensembles de triangles de Γ et C = (Crz )z∈Γ, r∈R+ une famille
Γ-indexe´e de 3-chemins. Pour (u, v, w) ∈ s− et r ∈ R+ de´finissons Dr(u,v,w) comme
l’ensemble des triplets (a, b, c) de Γ3 tels que (b−1, u, a) ∈ Crb−1ua, (c−1, v, b) ∈ Crc−1vb
et (c−1, w, a) ∈ Crc−1wa.
De´finition 15. On dit que s− est un retract de s le long de C s’il existe un polynoˆme
p2 tel que pour tout (x, y, z) ∈ s il exists (u, v, w) ∈ s− avec |u| ≤ p2(|x|) et
(a, b, c) ∈ D|x|(u,v,w) tel que b−1ua = x and c−1wa = z.
Rappelons la de´finition 16 de [5]. Un 3-chemin (a3, a2, a1) dans Γ est dit (κ, δ)-
ge´ode´sique si |a1|+ |a2|+ |a3| ≤ κ|a3a2a1|+ δ, ou` κ ≥ 1, δ ≥ 0 sont donne´s.
De´finition 16. On dit que Γ est a` branchement polynomial relativement a` | · | s’il
existe κ ≥ 1, δ ≥ 0, une famille C = (Crz )z∈Γ, r∈N∗ d’ensembles Crz de 3-chemins
(κ, δ)-ge´ode´siques de e a` z a` croissance polynomiale, un ensemble s de triangles dans
Γ qui sont des re´tracts le long de C de l’ensemble de tous les triangles de Γ, et un
polynoˆme p3 tel que pour tout z dans Γ et tout r ∈ R+, le nombre de triangles
dans s de la forme (x, y, z) avec |x| ≤ r est au plus p3(r) (on dit alors que s est a`
croissance polynomiale).
On a alors :
Proposition 17 (Voir la prop. 17 de [5]). Soit Γ un groupe de´nombrable et | · |
une longueur sur Γ. Si Γ est a` branchement polynomial relativement a` | · |, alors Γ
satisfait a` la proprie´te´ de de´croissace rapide relativement a` | · |.
Nous montrons maintenant que le groupe de Wise G est a` branchement polyno-
mial.
Soit z ∈ G et r ≥ 0. Voyons G comme l’ensemble des sommets de X et notons
H ′[z] l’enveloppe convexe re´duite du segment ge´ode´sique de e a` z dans X. Nous
conside´rons la famille Crz des 3-chemins (8,0)-ge´ode´siques (a3, a2, a1) de e a` z tels
que a1, a2a1 ∈ H ′[z] et, si |z| ≥ r, tels que |a1| ≤ 3r et |a2| ≤ r.
Nous avons alors :
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Lemme 18. La famille (Crz )z,r est a` croissance polynomiale.
De´monstration. Nous montrons qu’il existe une constante K > 0 tel que, pour tout
segment ge´ode´sique γ de X et tout r > 0, le nombre de sommets de H ′(γ) a` distance
au plus r est de l’origine de γ est majore´ par Kr3. Ceci entraˆıne que le cardinal de
Crz est au majore´ par un polynoˆme (de degre´ 6), ce qu’il faut de´montrer.
Si γ ne rencontre pas de bande de X, alors il est inclus dans un plat en triangles
isoce`les de X et le re´sultat est clair (le polynoˆme cherche´ peut eˆtre choisi de degre´
2).
Sinon, soit B1, . . . , Bn la suite des bandes que rencontre (successivement) γ et qui
sont a` distance au plus r de l’origine de γ. Comme les bandes sont de largeur 1,
n 6 r. De plus il existe une constante K ′ de sorte que l’ensemble Bri des sommets de
Bi a` distance au plus r de γ soit borne´ par K
′r. Notons Ci l’ensemble des sommets de
de H(γ) situe´s entre les bandes Bi et Bi+1. De´finissons e´galement C0 et Cn les plats
en triangles contenant l’origine de γ et, respectivement : son extre´mite´ si |γ| ≤ r, ou
bien le point de γ a` distance r de son origine si |γ| ≥ r. Comme Ci est inclus dans un
plat en triangles pour tout i = 0 . . . n, il est facile de voir qu’il existe une constante
K ′′ tel que l’ensemble Cri des sommets de Ci a` distance au plus r de l’extre´mite´ de
γ soit de cardinal au plus K ′′r2. Par suite, l’ensemble des points de H ′(γ) a` distance
au plus r de l’origine est borne´ par
|C0|+
n∑
i=1
|Bri |+ |Cri | ≤ K ′′r2 + (K ′r +K ′′r2)
n(n+ 1)
2
≤ Kr3
ou` K ne de´pend que de K ′ et K ′′. Ceci prouve le lemme 18. 
Lemme 19. La famille iso des triangles simpliciaux ge´ode´siques inclus dans un plat
en triangles isoce`les de X est a` croissance polynomiale.
De´monstration. Le lemme 8 (ii) montre que nous pouvons en fait choisir p3 constant.

Le the´ore`me 13 re´sulte alors imme´diatement des lemmes 18, 19 et du lemme
suivant :
Lemme 20. La famille iso des triangles simpliciaux ge´ode´siques inclus dans un plat
en triangles isoce`les est un re´tract de la famille de tous les triangles de Γ le long de
(Crz )z,r.
De´monstration. Ce re´sultat est une conse´quence directe du lemme 10, compte tenu
de la de´finition de la famille (Czr )z,r. 
6. Saturation au sens des plats en triangles isoce`les
Enfin, nous notons que (comme sugge´re´ par les lemmes 8 (ii) et 10) nous aurions
e´galement pu “saturer” l’enveloppe analytique au sens des plats en triangles isoce`les.
Cette observation permet de re´duire tous les triangles sur des points, meˆme dans
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le cas ou` les points A,B,C sont dans un meˆme plat en triangles isoce`les. Nous
de´crivons la re´duction correspondante dans le lemme 23 ci-dessous.
Notons e´galement que le caracte`re isole´ des plats en triangles isoce`les n’est pas
essentiel pour e´tablir la proprie´te´ de de´croissance rapide : meˆme si les plats en
triangles isoce`les branchent, on peut quand meˆme se servir du lemme 15 de [5]
(plutoˆt que de la proposition 17), pour re´duire les produits de convolution a` des
convolutions partielles le long de triangles isoce`les, et appliquer alors les techniques
de [5] (adapte´es au cas isoce`le).
L’enveloppe analytique sature´e est de´finie par :
De´finition 21. Soit γ un segment ge´ode´sique de X. On appelle enveloppe analytique
sature´e de γ, et on note H ′sat(γ), la re´union de l’enveloppe analytique H(γ) de γ et
de tous les plats en triangles isoce`les qui ont une intersection non vide avec H(γ).
Nous tronquons cette enveloppe e´galement :
De´finition 22. Soit γ un segment ge´ode´sique de X. On appelle enveloppe analy-
tique sature´e re´duite de γ, et on note H ′sat(γ), l’ensemble des points de l’enveloppe
analytique sature´e Hsat(γ) de γ qui sont a` distance au plus 2|γ| du milieu de γ, ou`
|γ| est la longueur CAT(0) de γ dans X.
Ceci fournit une approche alternative pour la proprie´te´ RD, qui repose sur le
crite`re de I. Chatterji et K. Ruane [3] pour la proprie´te´ RD, plutoˆt que sur la
notion de branchement polynomial pour G. Cette autre approche n’est cependant
pas sensiblement diffe´rente a` celle pre´sente´e pour le the´ore`me 13 : les deux articles
[3] et [5] pre´sentent leurs crite`res respectifs comme des modifications imme´diates de
la proposition 2.3 de V. Lafforgue [6] ; ces deux approches appartiennent a` un meˆme
cercle d’ide´es.
Plus pre´cise´ment, la de´monstration du lemme 10 s’adapte (imme´diatement) au
cas sature´ et implique que :
Lemme 23. Soient A,B,C trois sommets de X et soit D le disque totalement
ge´ode´sique de X de bord le triangle ge´ode´sique (ABC). Alors l’intersection
H ′sat([AB]) ∩H ′sat([BC]) ∩H ′sat([AC])
est non vide
Ce lemme, combine´ avec les arguments de la Section 5, montre alors que la pro-
position 1.7 de [3] s’applique, en choisissant pour ensembles C(x, y) l’ensemble des
sommets de l’enveloppe analytique sature´e re´duite du segment [x, y] de X.
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